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Gesattigte Formationen endlicher auf&barer Gruppen sind nach [7] und 
[6] (siehe such [5, VI, 7.251) gerade diejenigen Formationen, die man lokal, 
d.h. fur jede Primzahl p durch Formationen 9(p) erklaren kann. Dass 
eine solche lokale Erklarung fur gesattigte Homomorphe fehlt, macht eine 
Klassifizierung von gesattigten Homomorphen oft vie1 schwieriger als das 
analoge Problem bei Formationen. Im ersten Teil dieser Arbeit betrachten 
wir deshalb eine Korrespondenz zwischen der Klasse der Homomorphe und 
der Klasse der Antihomomorphe. Dabei heisst eine Klasse &? von Gruppen 
ein Antihomomorph, wenn keine Gruppe aus J&’ eine echte Faktorgruppe 
aus J&! besitzt. Die Niitzlichkeit dieser an sich trivialen Korrespondenz 
ergibt sich einerseits daraus, dass manche Eigenschaften eines Homomorphs 
am zugehijrigen Antihomomorph vie1 einfacher als am Homomorph selbst 
zu kontrollieren sind, und dass andererseits Antihomomorphe mit bestimmten 
Eigenschaften oft leicht zu konstruieren sind. Wir wenden dieses Konzept 
auf folgende Probleme an: 
(1) Starkes Enthalten Q in der Klasse der gesattigten Homomorphe 
(siehe 2.1). Insbesondcre werden die beziiglich < maximalen gesattigten 
Homomorphe explizit angegeben (2.6). Das entsprechende Problem fur 
Formationen wurde von E. Cline in [2] behandelt, eine vollstandige LSsung 
innerhalb der Klasse der gesattigten Formationen ist uns jedoch nicht 
bekannt. 
(2) Gesgttigte Homomorphe 2, fiir die in jeder endlichen auflijsbaren 
Gruppe alle X-maximalen Untergruppen konjugiert sind. 
(3) GesPttigte Homomorphe X mit S2 = X. 
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BEZEICHNUNGEN UND VEREINBARUNGEN 
Alle in dieser Arbeit betrachteten Gruppen seien endlich und au&bar. 
Es seien 
Y die Formation aller auflosbaren Gruppen, 
Yn die Formation aller rr-Gruppen fur eine Primzahlmenge n, 
JV die Formation aller nilpotenten Gruppen. 
Sind & und 99 Klassen von Gruppen, so bezeichnen wir mit &L%? die KIasse 
derjeniger Gruppen 8, die einen Normalteiler ‘91 besitzen mit % E & und 
O/% E ~49. Ausserdem sei E,& die Klasse derjeniger Gruppen 6, die einen 
Normalteiler *Jl mit % < B(6) und Q/% E& be&en. Eine Gruppe 
6 f @ heisst primitiv, wenn 6 einen minimalen Normalteiler 91 mit 
C,(m) = 92 besitzt (siehe [S, II, 3.31). F” d’ ur le sonst in der Gruppentheorie 
allgemein iiblichen Bezeichnungen und fiir die Grundlagen der Theorie 
der Formationen und Homomorphe verweisen wir auf [5], [8] und [3]. 
1. HOMOMORPHE UND ANTIHOMOMORPHE 
1.1 DEFINITION. (a) Sei ,fl eine Klasse von Gruppen, die nicht die 
Einsgruppe enthalt. Eine Gruppe 6 heisse ,&-perfekt, wenn keine Faktor- 
gruppe von 8 zu einer Gruppe aus J%+’ isomorph ist. Die Klasse lz(&‘) 
aller &!‘-perfekten Gruppen ist dann offensichtlich ein Homomorph. Wir 
nennen &’ ein Antihomomorph, wenn keine Gruppe aus &7 eine echte 
Faktorgruppe aus 4 besitzt, und wir nennen 4 primitiv, wenn alle Gruppen 
aus 4? primitiv sind. Schliesslich setzen wir h( ai> = 9. 
(b) 1st % ein Homomorph, so sei FR(#) der Durchschnitt dler 
Klassen J&! mit X = h(d). Dann ist m(X) die Klasse aller Gruppen 
aus Y - 2, deren echte Faktorgruppen alle in 2 enthalten sind. Qffensicht- 
lich ist m(z) ein Antihomomorph, es gilt % = h(~n(X)) und 2 ist genau 
dann ein gesattigtes Homomorph, wenn nz(%‘) primitiv ist. 
Aus der Definition 1.1 folgt unmittelbar: 
1.2 SATZ. (a) Zwischen L!O Klasse der Antihomomorphe und der Klasse 
der Homomorphe besteht eine eineindeutige Zuordnung, die durch m(h(k)) = J&J 
fib jedes Antihomomorph ~82’ und h(m(%)) = 2 fiir jedes Homomorph 2 
gegeben ist. 
(b) Die eineindeutige Zuordnung aus (a) induziert eine eineindeutige 
Zuordnung zzvischen dev Klasse der primitiven Antihomomorphe und dm 
&/30/Ii3-2 
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Klasse der gesiittigten Homomorphe. Ist ~2.2. ein primitives Antihomomorph 
und 8 eine Gruppe aus Al, so sind die Komplemente des einxigen minimalen 
Normalteilers z’on 8 gerade die h(A)-Projektoren eon 6. 
(c) Sei g ein. Funktor, der jeder Gruppe 8 einen Normalteiler g(6) 
zuordnet derart, dass g(6)e < g(W) fik j’eden Epimorphismus p zIon Q gilt. 
Wir nennen ein Homomorph g-abgeschlossen, wenn mit B/g(@) E 2 such 
6 E J? gilt, und wir nennen ein dntihomomorph J.# g-frei, wenn g(X) = C!? fiir 
alle 2 E A? gilt. Dann induxiert die Zuordnung aus (a) eine eineindeutige 
Zuordnung xwischen der Klasse der g-abgeschlossenen Homomorphe und deer 
Klasse der g-freien Antihomomorphe. 
1.3 BEISPIELE. (a) Seien R und 2 Homomorphe und K die Klasse 
aller Homomorphe 57 mit X n F _C &. Da die mengentheoretische 
Vereinigung zweier Homomorphe wieder ein Homomorph ist, hat K genau 
ein maximales Element, das wir mit FJE” bezeichnen. Dann ist 9* = h(A) 
mit .M = F - 2, und 9” ist genau dann gesittigt, wenn 9 n 2 C TY 
gilt. Dabei ist L@ das kleinste gesattigte Homomorph, das &? umfasst. 
(b) Sei rr eine Primzahlmenge und JR?’ die Klasse der zyklischen 
Gruppen der Ordnung p E T. Dann ist die Klasse h(A!) der J&‘-perfekten 
Gruppen gerade das gesattigte Homomorph der sogenannten a-perfekten 
Gruppen. Offensichtlich ist h(A) = JyW’. 
(c) Sei 8 eine Gruppe mit / 8 / + 1. Dann ist ,&’ = (6) ein Anti- 
homomorph. 1st 8 primitiv, so ist k(~y) nach 1.2(b) gesattigt. Aus 1.2(c) 
ergeben sich ausserdem sofort die folgenden Aussagen: 1st Q(8) = e, so 
folgt aus $5/G(5) E h(A) stets such $ E h(A). 
Gilt Z(6) = (5, dann ist mit $/Z(B) E h(A) such stets 43 E h(J2’). 
1st 9 eine Formation und 8 E F, so ist mit Js/g9 E h(A’) such $ E h(A) 
fiir alle Gruppen !TJ. Dabei sei $-9 der Durchschnitt aller Normalteiler si 
von !ij mit 5j/R E 9. 
Die folgenden beiden S&e werden wir in Sektion 2 und Sektion 3 mehrfach 
anwenden. 
1.4 SATZ. Sei p eine gruppentheoretische Eigenschaft. Das Homomorph X 
habe die Eigensrhaft P, falls jedes Element aus m(#) die Eigenschaft p hat. 
Dann gilt: 
Haben die Homomorphe 3 und C&Y die Ergenschaft P, dann hat such 3 n g 
die Eigenschaft P. 
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus 
m(% n CY) C m(2) v nz(“y). 
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1.5 S.~TZ. Sei 2 ein gesiittigtes Homomoqh zlnd E eilze Einbettungs- 
eigenschaft, die folgenden Bedingungen geniigt: 
(1) 1st die Grztppe 6 E A?: dann hat 8 die EZgenschaft E in 8. 
(2) 1st 9% 4 8 und sj ein 2-Projektor van 8 derart, class $j die Eigex- 
schaft E iz $91 und $$?I/% die Eigenschaft E i?z S/91 hat, so habe such Sj die 
Eigenschaft E in 6. 
Darm gilt: Genau dann Jmben in jeder Gruppe 6 die :?i?-?rojektoren van 8 
die Eigazschaft E in 6, .aefrn die Komplemente des einzigen mXmaEen Xormal- 
teiiers jeder Gvuppe ,332 E m(X) die Eigenschuft E k 9J3 haben. 
Beweis. (a) Haben in jeder Gruppe 8 die H-Projektoren von 6 die 
Eigenschaft E in 6, so trifft dies such fur alle Gruppen aus &XT) zu. Da 
die Komplemente des einzigen minimalen Normalteiiers einer Gruppe 
!JJ,Je E ,w(%) gerade die X-Projektoren von 93 sind, haben diese Kompiemente 
die Eigenschaft E in !%R 
(b) Wir nehmen an, dass die Komplemente des einzigen minimalen 
Normalteilers jeder Gruppe )f31 E m(X) die Eigenschaft E in 9J1 haben. 
Sei ausserdem die Gruppe 6 ein minimales Gegenbeispiel zu unserer 
Behauptung. 1st 9% ein minimaler Normalteiler von Q und $ em &‘-Projektor 
von 6 mit @R < 6, so hat wegen der minimalen Wahl van 6 die Gruppe 
@I/% die Eigenschaft E in Q/3 und !$ hat die Eigenschaft E in 9%. Nach 
(2) hat dann such !$ die Eigenschaft E in 6, entgegen der Wahl van 8. 
Wir kijnnen deshalb annehmen, dass alle echten epimorphen Bilder von 8 
in 3’ liegen. Nach (1) ist jedoch 0 nicht in Z. Also ist 0 E ??z(Z), und die 
X-Projektoren von 8 sind gerade die Komplemente des einzigen minimaien 
Normalteilers von Q. Da diese die Eigenschaft E in Q haben, kann das 
minimale Gegenbeispiel 8 nicht esistieren. 
1.6 &?ISPIEL. Sei E die Eigenschaft, ein Normaheiler zu sein. Dann ist 
(1) aus 1.5 fur jedes Homomorph &C erfiillt. Sei nun 8 ein &?-Projektor 
und 9% ein Normalteiler einer Gruppe 8 mit & (I 5% und &%/% 4 CC/%. 
Da a?le X-Projektoren einer Gruppe $3 in $3 konjugiert sind, gilt N6($) = 
N%(5) $93 = 8. Also hat such 5 die Eigenschaft E in 6 und (2) aus 1.5 
ist erfiillt. Wir erhalten nun aus 1.5 das wohlbekannte Resultat [I, Satz 2.11, 
dass die Homomorphe der r-perfekten Gruppen fur eine Primzahlmenge T 
die einzigen gesattigten Homomorphe sind, deren Projektoren stets Xormal- 
teiler sind. 
1.7 BemeAung. Nicht jede Eigenschaft eines Homomorphs llsst sich 
am entsprechenden Antihomomorph direkt erkennen. Wir wissen z.B. nicht, 
wie man an einem Antihomomorph .&I direkt ablesen kann, ob lz(&) eine 
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gedttigte Formation ist. 1st h&4!) eine gesattigte Formation, so ist J&’ zwar 
ein maximales Antihomomorph, d.h. ist .&” ein weiteres Antihomomorph 
mit J&’ C J#‘, so ist &?’ = L?‘. Dies liefert jedoch keine Kennzeichnung der 
gesattigten Formationen, da TTZ(@ fiir ein gesattigtes Homomorph Z, das 
von einer Gruppe (als gesattigtes Homomorph) erzeugt wird, ebenfalls 
maximal ist. Allgemein gilt: Sei z?* das gesittigte Homomorph, das von der 
Klasse m(Z) erzeugt wird. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig: 
(1) nz(#) ist maximal. 
(2) ;/e CZ”. 
(3) dv-Gvc2e*. 
Dabei ist J-2 i.a. kein gesattigtes Homomorph. Man iiberlegt sich leicht, 
dass ~lr# genau dann ein gesattigtes Homomorph ist, wenn &? eine gesattigte 
Formation ist. 
2. STARKRS ENTHALTEN IN DER KLASSE 
DER GESXTTIGTEN HOMOMORPHE 
2.1 DEFINITION. (a) Seien X und 5 gesattigte Homomorphe. Wir sagen, 
dass X stark in ZJ= enthalten ist (und schreiben Z < p), wemr in jeder 
Gruppe 8 jeder 9-Projektor von 8 einen Z-Projektor von 8 enthalt. 
Offensichtlich gilt stets X < Z und Z < 9. Ein gesattigtes Homomorph 
X # 9, das nur in 2 und in 9 stark enthalten ist, nennen wir maximal 
(beziiglich der Halbordnung <). 
(b) 1st Z ein gesattigtes Homomorph, so sei m*(X) die Klasse aller 
primitiven Gruppen 8, deren einziger minimaler Normalteiler von einem 
Z-Projektor von (ts gemieden wird. 
Fiir die kleinere Klasse der gesattigten Formationen wurde starkes 
Enthalten in [2] untersucht. Durch das Vergrijssern der Klasse der gesattigten 
Formationen zur Klasse der gesattigten Homomorphe lasst sich starkes 
Enthalten jedoch leichter behandeln. Insbesondere werden wir alle maximalen 
Homomorphe in 2.6 iibersichtlich angeben. 
2.2 HILFSSATZ. Seien ST und 9 gesiittigte Homomorphe. Genau dartn gilt 
A? < 9, wenn m(9) in m*(S) entlzalten ist. 
Beweis. Eine Untergruppe LI einer Gruppe 8 habe die Eigenschaft E 
in 8, wenn ll einen Z-Projektor von 8 als Untergruppe enthalt. Wir 
zeigen nun, dass 9 und E die Bedingungen (1) und (2) aus 1.5 erfiillen. 
Die Bedingung (1) ist offensichtlich erftillt. Sei nun % ein Normalteiler 
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der Gruppe 8, 5 ein g-Projektor von 6, !& ein Z-Projektor von 8% 
und BP ein X-Projektor von 6 mit !& < 5 und 5Jl1/92 < $92/%. Wegen 
!& < 5% ist sj, such ein Z-Projektor von 5%. Deshalb ist & ein 
X-Projektor von 8, der in 3 enthalten ist. Damit ist such Bedingung (2) 
aus 1.5 erftillt. Unsere Behauptung folgt nun aus 1.5 zusammen mit der 
Tatsache, dass ein &‘-Projektor einer Gruppe 6 E *l(9), der den einzigen 
minimalen Normalteiler ‘332 von 65 meidet, eine Untergruppe eines Komple- 
ments von $932 in 8 ist. 
2.3 Bemerkung. Nach 1.4 folgt aus 2.2, dass aus 9 Q 9” und 9 < % 
such 9 < 9” n @Y folgt. Dieses Resultat ist iiberraschend, denn i.a. braucht 
ein (% n $Y)-Projektor keineswegs in einem X-bzw. Y-Projektor enthalten 
zu sein. Die analoge Aussage, dass aus .%? < 9 und +Y < 9 such 5Y n nJ < F 
folgt, ist allerdings i.a. falsch, wie das folgende Beispiel zeigt: Seien p, q 
und Y drei verschiedene Primzahlen und 3 die zyklische Gruppe der Ord- 
nung p. Dann besitzt 3 iiber GF@) bzw. fiber GF(r) einen irreduziblen 
treuen Modul CLI bzw. %. Sei $ das direkte Produkt des semidirekten 
Produktes 3% mit dem semidirekten Produkt 3%. Die Gruppe 5 besitzt 
dann genau zwei minimale Normalteiler und es ist O,(e) = E Deshalb 
besitzt & nach [3], 1.3 einen irreduziblen treuen Modul 6 tiber GF(p). 
Sei schliesslich 6 das semidirekte Produkt von $ mit 6. Wir setzen 9 = 
h(6), X = Yrsp,Jlr und UY = 94’. Dann meidet sowohl jeder 55Projektor 
als such jeder %‘-Projektor von 6 den einzigen minimalen Normalteiler E 
von 6. Nach 2.2 gilt deshalb 57 < 9 und g < .9. Doch es ist X n CY = 
9$@” n 9&Y = it/‘, und die Cartergruppen von 6 sind gerade die p-Sylow- 
gruppen von 8. Diese decken jedoch den p-Normalteiler c von 8. Deshalb 
ist 57 n OY nicht stark in % enthalten. 
2.4 HILFSSATZ. Genau danlt ist das gesiittigte Homomorph !E maximal, 
zuenn 1 rn*(%)I = 1 gilt. Insbesondere hat jedes maximale gescttigte Homomorph 
9” die Gestalt 9” = h(Q) mit einer primitiven Gruppe C%. 
Beweis. (a) Sei 9” ein maximales Homomorph und 6, fj E m*(.Z). Wegen 
n~(h(B)) = (8) und m(h(B)) = (5) ist dann X <<h(B) und %’ < h(5) 
nach 2.2. Da 57 maximal ist und wegen /z(B) f Y f /z(s) ist dann 1z(S) = 
% = /z(b). Aber die Gruppe 8 ist nicht in h(B) = h(s) enthalten. Also 
hat 0, eine Faktorgruppe, die zu 5 isomorph ist. Genauso folgt, dass fi 
eine Faktorgruppe besitzt, die zu 6 isomorph ist. Damit ist 8 G $~ 
(b) Sei nun 1 n~*(X)j = 1 und 8 E r~z*(X). Wegen Q 6 5 ist dann 
.X C h(Q). 1st % f h(Q), dann ist jede Gruppe minimaler Ordnung aus 
h(B) - 55’ isomorph zu 6, ein Widerspruch zu 6 $ k(B). Also ist 9” = Iz(6). 
Sei nun 2 ein ges?rttigtes Homomorph mit 9” < 2 # 9 und $ eine 
Gruppe minimaler Ordnung aus Y - 2. Dann ist !+j eine primitive Gruppe, 
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deren einziger minimaler Normalteiler 91 von einem X-Projektor kom- 
plementiert wird. Wegen Z” < Z? wird 91 dann von jedem 55Projektor 
von Z$ gemieden. Also ist 3 g 6, und nach 2.2 gilt 2 < h(Q). Wegen 
h(Q) = % < Z ergibt sich damit ?Z = X, und X ist maximal. 
2.5 HILFSSATZ~ Sei ~6’ ein gesdttigtes Homomorph und %I E m*(Z). 
Dabei sei 53 der einzige minimale Nownalteiler von ‘21, & ein Komplement 
zu ‘3 in ‘21 und 45 eiB X-Projektor van 2l mit $ < 5. Die folgende Bedingung 
(*) sei +3fiillt: 
(*) Ist 3 > PI 3 $3 und ‘S/G ein LT-HazcptfaktoT van (LT, der von U. 
gemiedcra zvird, so ist das semidirekte Pyodukt von U/C&R/G) mit S/S 
isonzorph xu eilzer Faktorgruppe von 3. 
Dunn ist $j = 3, dh. es gilt ‘% E m(Z). 
Bt=zueis. Wir nehmen $ < & an und leiten hieraus einen Widerspruch 
ab. Es sei 92 eine p-Gruppe, und M sei die R/Ienge aller masimalen Unter- 
gruppen von 5, die p-Potenzindex in 5 haben und sj enthalten. 
(1) M ist nicht leer: Sei %/G ein !$Hauptfaktor in ‘9. Dann wird 
%/G von $3 gemieden. Wegen (*) ist deshalb das semidirekte Produkt % 
von $$.Z&R/S) mit !R/(Z isomorph zu einer Faktorgruppe 2I/91 von ‘X 
Ware !lJ2 = (5, so ware (LL g % E rn(&), und damit 5 = 5, entgegen 
unserer Annahme Sj < 8. Also ist 912 > 92, und 2 ist isomorph zu einer 
Faktorgruppe von Q/!R g g. Sei g/G* g 2, ‘%*/G* der einzige minimale 
Normalteiler von g/G* und U/6* ein Komplement zu %*/6* in B/G*. 
Dann ist U eine maximale Untergruppe von 3, und j $J : u / = j %*/6* 1 == 
1 !R/G / ist eine p-Potenz. Da U/S* ein Z-Projektor von g/6* ist, konnen 
wir, indem wir U gegebenenfalls durch eine in 5 zu LI konjugierte Gruppe 
ersetzen, annehmen, dass 9 < U gilt. Dann ist U EM. 
(2) 1st LI E M, so ist F( 3) < U und O,(U) = 05 Da rU eine primitive 
Gruppe ist, deren minimaler Normalteiler 92 p-Potenzordnung hat, ist 
F(g) eine p’-Gruppe. Da 11 p-Potenz index in 3 hat, folgt F(B) < U. 
Damit gilt O,(U) < C;-,(F(s)) < F(g), also O,(B) = (55 
(3) 1st U E M und bezeichnen wir mit n(U) bzw. n(S) die nilpotente 
Lange von LI bzw. von 5, so gilt n(U) = n(5) - 2. Ausserdem gibt es 
einen U-Hauptfaktor !l?/G in !R derart, dass das semidirekte Produkt von 
tr/Cn(%/~) mit !R/G isomorph zu einer Faktorgruppe S/R von B/F(B) 
ist und n(S/R) = n(s) - I ist. Begriindung: Sei 9 = n C&R/E), wobei 
der Durchschnitt iiber alle U-Hauptfaktoren %/e in ‘92 genommen ist. 
1 Der Beweis dieses Ililfssatzes entstand in Zusammenarbeit mit T. 0. Hawkes, 
University of Warwick, Coventry, England. 
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Dann ist 9 ein p-Normalteiler von U, also ‘1) = E nach (2). Damit gilt 
n(U) = Maxn(U/C&R/~)), wobei das Maximum iiber alle U-Haupt- 
faktoren 92/G in ‘$2 genommen ist. Insbesondere gibt es einen U-Hauptfaktor 
‘%/(=v in ‘X mit @I) = ~(U,C&R/C)). Das semidirekte Produkt Z von 
U/Cu(%/~) mit *92/G hat dann die nilpotente L;dnge @I) + 1, Nach (*) 
ist ‘5 isomorph zu einer Faktorgruppe von ‘u. Wie in (1) ergibt sich dann, 
dass 2 isomorph ist zu einer Faktorgruppe 5/%J2 von 5. Da F(g/$J2) eine 
p-Gruppe und F(s) eine p’-Gruppe ist, folgt wegen F(~)%2,M2 < F(g/%I2), 
dass 912 3 F(B) gilt, also 5 isomorph zu einer Faktorgruppe von s/F(G) 
ist. Damit erhalten wir 
also n(U) < n(g) - 2. Da U: eine maximale Untergruppe von g ist, gilt 
umgekehrt sicherlich +I) >, n(E) - 2. 
(4) Sei II EM. Gem&s (3) wahlen wir eine Faktorgruppe g/9 von 
g/F(@ aus. Dabei ist S/A eine primitive Gruppe. Sei c/8 der minimale 
Normalteiler von g//si und 221-K ein Komplement zu Q/A in 815%. Da B/g 
ein A?-Projektor von 31% ist, konnen wir dabei annehmen, dass 5 < $93 
gilt. Insbesondere ist % EM. Nach (3) ist folglich z(%/Jij = n(%) = 
$8) - 2 und n(g/sZ) = IZ(~) - 1. 
(5) Seien %, C, und ti wie in (4), und sei F,(g)/F(g) = F(g/F(g)). 
Dann ist 0 = F,(g)R und F(B) n FP(g) = F(g): Trivialerweise ist 
F(g) < F(9) n F,(g), da F(g) in !23 enthalten ist. Wegen F( 5) < 9 
ist F,(g)%/52 6 F( g/.R) = $/a. Wire F,( 5) < R, so wHre R( S/a) < 
12(g) - 2. Nach (4) ist jedoch n(s/sZ) = n(G) - 1. Also ist FB(g)A = 9. 
Insbesondere ist deshalb F,(@/Fs(3) n R s Qj9 eine p-Gruppe. Ist 
q/F(g) eine p-Sylowgruppe von F,(g)/F(s), so folgt daher Fs(g:) = 
(F,(g) n R)‘ijJ. Da F(9) nach (2) eine p’-Gruppe ist, wird F(9) n F,(3) 
von ‘p normalisiert. Folglich ist F(%) n F,(B) 4 F,(B). Wegen 
WV n b(5) a 9 und 5 = %i! = !l?F,(@ 
erhalten wir F(?I) n F&g) a 5, also F(s) n F&s) < F(g). 
(6) Jede Hauptreihe von 5 besitzt genau einen Hauptfaktor, auf dem 
g eine Gruppe der genauen nilpotenten Lange ~(5) - 2 induzierr, und 
dieser ist isomorph zu e/R G F,(g)/F,(z) n 2: Jeden solchen Hauptfaktor 
findet man bis auf Isomorphie zwischen F,(g) und F(8). Wegen 
F,(g)/F,(g) n R z 23/i? 
induziert g auf F&@/F,(g) n % die Gruppe %3/5X Nach (4) ist dabei 
n(B/R) = n(&) - 2. Es sei nun c/lo ein Hauptfaktor zwischen F2(s) n 5% 
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und F(g). Dann ist C&/B) 3 F,(s). Wegen 5 = BF,(g) ist deshalb 
K/X) ein %-Hauptfaktor, und $J induziert auf E/;ia dieselbe Gruppe von 
Automorphismen wie %. Nach (5) gilt jedoch 
Infolgedessen induziert 2J (und damit such 3) auf K/B wegen ~(23) = 
n(s) - 2 eine Gruppe der nilpotenten Lange <n(F) - 4. 
(7) Wir kiinnen U = 93 annehmen: Wegen B EM kijnnen wir ll 
durch 23 ersetzen, und zu dem neuen U das entsprechende B wie in (4) 
bilden. Dann sind Xl und 23 maximale Untergruppen von 3, und g/cores U 
und g/core8 B sind primitive Gruppen der nilpotenten Lange n( 5) - 1. 
Da 5 nach (6) nur einen Hauptfaktor besitzt, auf dem 5 eine Gruppe 
der nilpotenten Lange n(B) - 2 induziert, sind U und B konjugiert in 5. 
Natiirlich kiinnen wir 93 such durch eine zu 23 konjugierte Gruppe ersetzen, 
also U = 58 annehmen. 
(8) Sei 1z = ~z(s) und J/r! = L,-,( g/Q), wobei L,-,(8/f?) das (n - 3)te 
Glied der absteigenden Fittingreihe von $J/5Z ist. Wegen g/9 s B/R 
und n(Y?+/Si) = n(B) = n - 2 gilt n( ~/QF(%)) < n - 3. Also ist J < 
5ZF(23) a 5. Wir zeigen nun: 
(i) 3/r! ist eine r-Gruppe fur eine Primzahl r. 
(ii) 1st & eine q-Sylowgruppe von F(g), so ist 5X,(&) 3 I! fur 
q f r, her C&3,.) < 3. 
Sei P ein Teiler von / J/5? I. Wegen J/r! < aF(5B)j.Q G F(%)/F(%J) n i? ist Y 
dann such ein Teiler von / F(2J)I, und wegen F(g) < % ist I schliesslich 
such ein Teiler von 1 F(g) j. Sei nun 3, eine q-Sylowgruppe von F( fj)- 
Da C,(&J ein Normalteiler von 3 und e/g der einzige minimale Normal- 
teiler von iJ/sZ ist, gilt entweder C8(&) < 52 oder C,(!&)R 3 9. 1st 
q # T, so ist wegen F(B) > F(a) sicherlich die r-Sylowgruppe % von 
F(B) eine Untergruppe von C,(&). Da r ein Teiler der Ordnung von 
J/2 < f?F(B)/B ist, ist % nicht in R enthalten. Also folgt RCs(g,) > 5? 
fur q # Y. Angenommen, es sei RCW(‘&J > !jZ fur alle Primzahlen q. Dann ist 
i! = f? n !X,(&) = St(i! n C&&J) 
und damit 
Nach (6) enthalt also g&(&J keinen Hauptfaktor, auf dem 3 eine Gruppe 
der nilpotenten Lange n - 2 induziert. Folglich enthalt such g/F(g) 
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keinen Hauptfaktor, auf dem 5 eine Gruppe der nilpotenten LHnge ?z - 2 
induziert. Wegen n = fz(g) ist jedoch TZ(~/F(~)) = n - 1. Folglich enthglt 
g/F(g) such einen Hauptfaktor, auf dem 5 eine Gruppe der nilpotenten 
L%nge n - 2 induziert. Dieser Widerspruch zeigt C,(gI.) < R. 
(9) Sei Y wie in (8) und F(S) = 3,. x 3,) . Dann gilt: 1st IIJZ ein 
irreduzibler B-Modul in XI, so ist Kerns TB n 3T* = (5 Sei 2 == Kern, IllI 
und ‘$3 = Z n 5, mit q # Y. Dann ist ‘33 4 55. Nach (8) ist %C,(&) > 
BO = 5. Deshalb ist ‘33 4 5. Wegen C&R) > 6 und da % ein irreduzibler 
g-Modul ist, folgt deshalb % = @. Also ist Kern% ‘%3 n BY, = B. 
(10) Sei !R* eine r-Sylowgruppe von 23, c die Klasse von ‘%*, und 
‘!R das cte Glied der absteigenden Zentralreihe von %*, also % < Z(%*). 
Dann ist % < gr: 
Wegen % < C,(s,) folgt % < si nach (8). Folglich besitzt 3 einen 
irreduziblen Modul ml in 92 mit % < Kern8 ‘33. Nach (9) gilt deshalb 
ijT n gr, = (5, und damit % < C(&). Wegen % .< C($J,.) erhalten wir 
5t < C&F(B)) G F(5). Also ist !R < 8,. . 
(11) Da c die Klasse einer r-Sylowgruppe von % ist, gibt es einen 
%Hauptfaktor ‘33/G in % mit der Eigenschaft, dass die r-Sylowgruppen 
von 23/C&R/G) ebenfalls die Klasse c haben. Nach (*) ist B/C&R/G). 
isomorph zu g/g, wobei wir wie in (I.) $1) E M annehmen kijnnen. Nach 
(2) ist ausserdem 9 > F(g), da g == core3 g. Aus (10) erhalten wir 
damit 3 < 9. Da 3 in gp-P o t enzindex hat, ist 9X* such eine r-Sylowgruppe 
von 3. Wegen % < 9 erhalten wir damit, dass die Klasse einer r-Sylow- 
gruppe von 9/g kleiner ist als c, ein Widerspruch. 
Als erste Anwendung von 2.5 zeigen wir den folgenden Satz. 
2.6 SATZ. Die eineindeutige Zuordnung .zwischen der Klasse der Arzti- 
homomorphe und der Klasse der Homomorphe aus 1.2 induxiert eine eineindeutige 
Zzlordnung zwischez der Klasse der primitiven Gruppen und der Klasse det 
maximalen gesiittigten Homonwrphe. Die maximalen gesiittigten Homomorphe 
sind also genau die Homomorphe der Q-perfekten Gruppen fiir primitive 
Gmppen 6. 
Bezueis. Nach 2.4 geni.igt es zu zeigen, dass jedes Homomorph der 
Gestalt Iz(Q) mit einer primitiven Gruppe Q such maximal ist. Wir nehmen 
an: Z@ = h(6) sei ein gesgttigtes Homomorph, das nicht maximal ist. 
Nach 2.4 ist dann 1 m*(X)1 > 1. Sei nun ‘% eine Gruppe minimaler Ordnung 
aus m*(Z) - (6). Dabei sei % = 5‘5, wobei ‘% der einzige minimale 
Normalteiler von ‘ZT und 5 ein Komplement zu 92 in 9% ist. Weiterhin sei 
5 ein Z-Projektor von % mit $$ < 3. W’ lr zeigen nun, dass ?l die Vorraus- 
setzung (*) aus 2.5 erfiillt: 
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Sei 5 > LI > J3, ‘$2/G ein U-Hauptfaktor von ‘%, der von U gemieden 
wird, und sei 2 das semidirekte Produkt von U/C&R/C) mit 92/G. Wir 
haben dann zu zeigen, dass X isomorph ist zu einer Faktorgruppe von $zI. 
Wir setzen dazu ‘92 = C&(92/~) und % = U%/!JJ2. Dann ist Z G T‘, 
und z ist eine primitive Gruppe mit minimalen Normalteiler %1,332/!t.J2 und
Komplement U%T2/92. Ausserdem ist @J2/92 ein &‘-Projektor von T:, und 
es gilt $%I2 n %!lJ2 < U9J2 n ‘%!lJ2 = 9J2. Folglich gilt Z g % E m*(Z). 
Wegen der Minimalitat von ‘L!l folgt entweder 2 s ‘$l oder Lx s 6. Im 
ersten Fall ist % sicherlich isomorph zu einer Faktorgruppe von Qt. Im 
zweiten Fall jedoch besitzt ?I wegen ‘% # h(Q) eine Faktorgruppe isomorph 
zu 8, also such eine Faktorgruppe isomorph zu 5. 
Damit erfiillt % die Voraussetzung (*) aus 2.5. Aus 2.5 folgt nun 
fl E nz(Z) = {8}, entgegen \zI * 6. 
Die Konjugiertenklasse der Projektoren zum gesattigten Homomorph 
Jt ,-YT, der a-perfekten Gruppen (siehe 1.3b) in einer Gruppe Q besteht 
genau aus einem Element, namlich dem kleinsten Normalteiler (4iyr von Q 
mit r-Faktorgruppe. Deshalb bedeutet My,’ < 2, dass jeder Z’-Projektor 
einer Gruppe 6 den Normalteiler 8 spr von Q enthllt. Homomorphe mit 
dieser Eigenschaft lassen sich leicht beschreiben. 
2.7 SATZ. (a) 1st F ein gesiitt&tes Homomorph, so ist SF = JV~~‘S 
ebenfalls ein gesri’ttigtes Homomorph. 
(b) Das Homomorph Nyn’ der r-perfekten Gruppen ist genau dann 
stark i/z dem gesiittigten Homomorph A? enthalten, wen?l &@ die Gestalt Z = 
JI’““r’F mit einem gesri’ttigten Homomorph 9 hat. 
(c) Hat SF die Gestalt & = Jlry~‘S= mit &em gesiittigten Homomorph 
9, so istjeder Z-Projektor das Produkt eines(des) Jlryr’-Projektors mit einem 
F-Projektoy. 
Beweis. (a) Sei 8 eine Gruppe, deren primitive Faktorgruppen alle in 
N9r’R liegen. Dann sind alle primitiven Faktorgruppen von Q/6yr sogar 
in 9. Da 9 gesattigt ist, ist dann @/@?r E F. 
(b) Sei zuerst M9n’ < Z. Wir zeigen dann 2 = My+%. Sei 6 
eine Gruppe minimaler Ordnung aus Xyr’X - 2. Dann ist 8 eine 
primitive Gruppe, und die Komplemente des einzigen minimalen Normal- 
teilers von 6 sind die %‘-Projektoren von 8. Wegen Y4ryr’ Q 2 ist daher 
6 eine n-Gruppe. Folglich ist der einzige m-perfekte Normalteiler von 6 
die Einsgruppe und aus 6 E ~tr”n’% folgt 6 E 2, entgegen der Wahl 
von 6. Also hat &? die angegebene Gestalt. 
Sei nun 9 ein gesattigtes Homomorph und 2 = Jtrson’9. Nach (a) 
ist dann # ebenfalls ein gesattigtes Homomorph. 1st nun 6 E m(Z), so 
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ist ($5,“~ = 05 und 8 liegt in vz(F). Nach 2.2 gilt deshalb +Jyyn’ < 2 
(und au& 9 Q X j. 
uv9@) sei (5 eine Gruppe und 8 ein R-Projektor van 8. Wegen 
8’ < s und 9 < X ist dann Q9+ in einem X-Projektor 6 van 
6 enthalten. Da in einer r-Gruppe die 9-Projektoren mit den X-Projektoren 
iibereinstimmen, folgt S.ymg = Q”c$ == !$. 
Die theoretische Bedeutung der in 2.7 beschriebenen Homomorphe 
liegt darin, dass sie neue Beispiele gesattigter Homomorphe mit der so- 
genannten Deck-Rleide-Eigenschaft (siehe [3, 5. l]) liefern, wie aus den 
folgenden Bemerkungen folgt. 
2.6 Beme&ung. Hat das geslttigte Homomorph 9 Deck-Meide- 
Eigenschaft, dann hat nach 2.7(c) das Homomorph ,Vyr’9 ebenfalls 
Deck-Meide-Eigenschaft. Ist etwa 9 = .Y, mit einer Primzahlmenge p 
oder @ = YDrYn mit einer Primzahl p, so hat Jr9r’.9 Deck-lMeide- 
Eigenschaft. Eine Klassifikation aller gessttigten Homomorphe mit Deck- 
Meide-Eigenschaft ist uns nicht bekannt, obwohl alle gesgttigten Forma- 
tionen mit Deck-Meide-Eigenschaft in [3] und [4] klassifiziert wurden. 
In der Tat sind die Homomorphe der Gestalt ~+‘“~~‘9~ und JV~~‘Y~~S~, 
die einzigen uns bekannten Homomorphe mit Deck-Meide-Eigenschaft. 
Die Vermutung liegt nahe, dass damit such alie gesattigten Homomorphe 
mit Deck-I\Ieide-Eigenschaft erfasst sind. Wir bestgtigen in den nachsten 
zwei Satzen diese Vermutung fur zwei besonders handliche Klasse van 
gesgttigten Homomorphen. 
2.9 SATZ. Sei F eine gesiittigte Fornuztiolz, ‘in eime Prirnzahlmenge und 
Z = Npn’9. Dann gilt: Genau dnnn hat &? Deck-Meide-E@ewchaft, 
melzn 2 die Gestalt SC = Jtr yr’pYD,9n fiir eine Primaahl p ode7 3? die 
Gestalt 2 = Jfs~‘YO fiir eine Aimxahlmenge p hat. 
Bezveis. Wegen Jlr y ‘c- - JV~T’(~ n $) konnen mir 9 L YZ an- =A 
nehmen. Wir sagen nun, dass g Deck-Meide-Eigenschaft in L$ hat, wenn 
die F-Projektoren in jeder Gruppe aus 5$ Deck-bleide-Eigenschaft haben. 
(aj Wir zeigen zuerst: Hat 9 Deck-Meide-Eigenschaft in -9; , dann 
ist 9 = 9“ mit einer Primzahlmenge p oder es ist 5 = 9?*pY9 .q ;ul- mit 
einer Prim&l p. 
Der Beweis dieser Aussage folgt inhaltlich der in [3] und [4] gegebenen 
Kiassifikation der gesattigten Formationen mit Deck-Meide-Eigenschaft. 
Es ist nur zu beachten, dass die in [3] und [4] ausgefiihrten Konstruktionen 
nur mit Primzahlen aus m durchzufiihren sind. Dies ist in der Tat mijglich, 
wie man leicht einsieht. 
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(b) Hat Z Deck-Meide-Eigenschaft, so hat 9 nach 2.7(c) Deck- 
Meide-Eigenschaft in YT. Nach (a) gilt deshalb 9 = 9$,9,, IT YT oder 
F = YQ. Damit hat 2 die angegebene Gestalt. 
1st 9 eine beliebige, nicht notwendig gesattigte, Formation, so ist E,9 
i.a. keine gesattigte Formation, aber stets ein gedttigtes Homomorph. 
2.10 SATZ. Sei 9 eine Formation zcnd 2 = E,F. Dann kat S genau 
dam Deck-Meide-Eigensckaft, wenn 2 die Gestalt 2 = Yw oder Z = 9Tp~Y9 
hat. 
Beweis. Sei T die Charakteristik von X. 
(1) Sei zuerst T = {q} mit einer Primzahl q, und jede Gruppe minimaler 
Ordnung aus X - 9 habe als minimalen Normalteiler eine q-Gruppe. 
Dann zeigen wir, dass 98 eine gedttigte Formation ist. Denn sei $3 eine 
Gruppe minimaler Ordnung aus E,(YQ9) - YQF. Dann besitzt .+j genau 
einen minimalen Normalteiler 92, es ist %I2 < @($j), !5/‘9J2 E YQS und 9J2 
hat s-Potenzordnung mit einer Primzahl s # q. Sei nun 2 ein Normalteiler 
von +j mit 531% E 9 und Z/!9J2 E YQ . Wegen ‘9J2 < @(sj) ist dann 2 nilpotent. 
Also ist 5 = 9J2, und 43 ist eine Gruppe minimaler Ordnung aus Z - 9. 
Dann miisste 1132 jedoch q-Potenzordnung haben. Dieser Widerspruch zeigt, 
dass Y&9 eine gesattigte Formation ist. Sei nun t eine Primzahl aus der 
Charakteristik von YQ9. Dann ist die zyklische Gruppe 3 der Ordnung t 
in Yfl. 1st t # q, so ist 3 E fl wegen O,(s) = 2.5 Dies ist jedoch wegen 
CHAR 9 = {q) nicht miiglich. Also ist 98 = Yq und damit Z = Sp, . 
(2) 1st die Annahme unter (1) nicht erfiillt, so zeigen wir 2 = T. 
Urn einen Widerspruch zu erhalten, nehmen wir # # * an. Dann gibt 
es eine Gruppe (li minimaler Ordnung aus Z? - 9 und eine Primzahl 
Y E TT mit der Eigenschaft, dass Y die Ordnung des einzigen minimalen 
Normalteilers 92 von Q nicht teilt. Sei 1 !I2 1 eine q-Potenz undp eine weitere 
Primzahl, die von q und r verschieden ist. Nach [3], 1.3 besitzt (1? dann 
einen irreduziblen, treuen Modul %J2 tiber GF(p). Sei B das semidirekte 
Produkt von Q mit ‘9J2. Wird ‘92 von einem X-Projektor von I! gedeckt, 
so ist L! E # = Efl wegen 8 E 2. Da 2 jedoch primitiv ist, hat dies 
9 E 5 und damit such Q g L!/!IJ2 E 9 zur Folge, entgegen 8 $9. Deshalb 
wird 9J2 von den Z-Projektoren von I! gemieden, und 8 ist ein X-Projektor 
von L?. Nach [3], 1.2 besitzt nun B einen irreduziblen, treuen Modul 92 
iiber GF(r), der als 6Modul den irreduziblen trivialen GF(r)[B]-Modul 
als Faktormodul enthalt. Sei 9 das semidirekte Produkt von 5? mit 92. Wegen 
r E rr wird dann G von den Z-Projektoren von 9 nicht gemieden, also 
gedeckt. Deshalb ist 05% ein X-Projektor von R. Insbesondere ist Q% E 2 = 
E&9-. Nun ist @((13%)92 < F(692) und C&(92) = 92. Damit ist F(B’%) 
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eine r-Gruppe. Insbesondere ist dann @(S%) n 8 = @ und damit 8 z 
8’%/% E 9. Dieser Widerspruch zu 8 4 9 zeigt # = 9~ Unsere 
Behauptung folgt nun aus [3, 2.21. 
Die zweite Anwendung von 2.5 betrifh zweit-maximale gesattigte Homo- 
morphe. Dabei nennen wir ein gesattigtes Homomorph .% zweitmaximal 
(beziiglich <), wenn es ein beziiglich < maximales gesattigtes Homomorph 
9 gibt derart, dass &+ beziiglich < maximal in g ist. Nach 2.6 ist s 
demnach genau dann zweitmaximal, wenn es eine primitive Gruppe 6 
gibt derart, dass 2 beztiglich < maximal in h(B) ist. Satz 2.6 legt die 
Vermutung nahe, dass die zweitmaximalen gesattigten Homomorphe gerade 
die gesattigten Homomorphe 2 mit / m(Z)/ = 2 sind. In der Tat hat jedes 
zweitmaximale gesattigte Homomorph X die Gestalt % = h(B, $j) mit 
nichtisomorphen Gruppen Q und sj (siehe 2.12), doch i.a. ist ein gesattigtes 
Homomorph der Gestalt h(Q, $) nicht zweitmaximal, wie wir in Beispiel 
2.15 zeigen werden. Welche Beziehungen zwischen Q und 9 die Zweit- 
maximalitst von h(B, 5) bedeuten, konnte allerdings nicht allgemein auf- 
geklart werden. Wie schon an Beispiel 2.15 zu ersehen ist, fiihrt diese Frage 
auf schwierige Probleme der Darstellungstheorie. 
2.11 SATZ. 1st 8 eine primitive Gruppe und A? ein ges&&tes Homomorpla, 
das .maximal in h(B) ist, so ist 2 = h(6, Sj) mit einer primitiven Gruppe Sj. 
Beweis. Wir nehmen an der Satz sei falsch. 
(1) 1st ?l E m*(Z), so ist ‘%Z isomorph zu einer Faktorgruppe von Q 
oder 8 ist isomorph zu einer Faktorgruppe von %: Sonst ware (Q, 2X) ein 
Antihomomorph mit Z < h(B, a) < h(G). Aus der Maximalitat von ,%Y 
in h(e) wiirde deshalb 2 = Iz(B, %) folgen. 
(2) Es ist 6 E m(s): Wegen # < k(Q) gilt sicherlich 8 E m*(%). 
Sei 5 ein Komplement des minimalen Normalteilers von 8 und 5 ein 
%-Projektor von 6 mit 5 < 3. 1st i’J > tI 2 $j und ‘%2/G ein LI-Haupt- 
faktor von Q, der von U gemieden wird, so ist das semidirekte Produkt Z 
von tr/Cu(‘%/G) mit X/G in m*(2) enthalten. Nach (I) ist deshalb 2 
isomorph zu einer Faktorgruppe von 8 oder 6 ist isomorph zu einer Faktor- 
gruppe von 2, also % N Q. Auf jeden Fail ist deshalb 2 isomorph zu einer 
Faktorgruppe von 0% Damit erfiillt Q die Voraussetzung (*) aus 2.5. Aus 
2.5 folgt dann 8 E m(Z). 
(3) Wegen Z f h(Q) gibt es ein $=J E m(S) mit 9 $ Q. Wir setzen 
Zi = h(Q, 2). Dann ist 2 Q %i < h(B), wegen der Maximalitat von &? 
in h(E) also &? = Z1 , ein endgiiltiger Widerspruch. 
2.12 SaTz. 1st 3? zweitmaximal, so hat 3? die Gestalt S’? = h(6, !+j) 
mit primitiven nichtisomo~phen Gruppen 6 und !Cj. 
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Beweis. Da 2 zweitmaximal ist, gibt es eine primitive Gruppe 8 mit 
der Eigenschaft, dass Z maximal ist in /z(e). Unsere Behauptung folgt 
dann sofort aus 2.11. 
2.13 DEFINITION. Seien 8, sj nichtisomorphe primitive Gruppen und 
2 = h(S, 5). Dann sei P(B, 8) die Klasse aller Gruppen ‘J.J E fez* 
mit folgenden Eigenschaften: 
(1) (li ist isomorph zu einer Faktorgruppe von ‘$J, aber es ist 8 C& ‘$3. 
(2) & ist nicht isomorph zu einer Faktorgruppe von +$J. 
2.14 SATZ. Genau dam ist 2 = ?z(6, 5) xweitmasinzal, wem P(6, $) 
oder P(5j, 8) leer ist. 
Bezueis. (a) Sei zuerst 2 zweitmaximal. Nach 2.11 ist dann X maximal 
in h(O) oder T? ist maximal in Iz(!?J). Sei ZY maximal in h(Q) und ‘$3 E P($j, 6). 
Dann ist (6, ‘$J} ein Antihomomorph und es gilt T? < Il(@, !JJ) < h(B). 
Wegen der Maximalitat von Z’ in Iz(Q) folgt dann ‘$ g 5, entgegen 
!@ C& !Tj. Deshalb ist P($j, 6) = S. 1st 2 maximal in h(G), so folgt ent- 
sprechend P(Q, Js) = 0. 
(b) Sei nun P(6, J3) = iz; und 2 << Zr < k(5) mit %r # Jr($). 
Wir zeigen, dass dann Z = Xi gilt, also Z zweitmaximal ist. Wir nehmen 
dazu 2 f Z1 an. Ware m(Zr) C m(X), so wiirde wegen m(Z) = (8, sj) 
und wegen Xi f 12(G) folgen, dass pn(Xr) = {@} gilt. Also ware h(B) <h(Z), 
entgegen 2.6. Deshalb ist ~$3~) - BZ(#) # 0. Sei !l3 E nz(&$) - m(X). 
Ware s isomorph zu einer Faktorgruppe von ‘@, so folgte wegen %r < h(a) 
dann such $j g !@, entgegen Sj E HZ(~) und !j3 E m(j/<) - m(Z). Also ist 
sj nicht isomorph zu einer Faktorgruppe von ‘Q. Wegen Z? Q 9r ist 
m(=+q) c ?k+pq, und damit ist ‘$ E m*(s). Insbesondere ist ‘p $2, also 
6 isomorph zu einer echten Faktorgruppe von ‘$. Insgesamt haben wir 
damit den Widerspruch p E P(0, $3) = @ erhalten. Also ist X = Zi , 
und Z ist zweitmaximal. 1st P(sj, 6) = 0, so folgt ebenso, dass L@ zweit- 
maximal ist. 
2.15 BEISPIEL. Sind P, p Primzahlen mit I # p, so bezeichnen wir mit 
E,’ die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte zerfallende Etweiterung 
‘2x3 einer elementarabelschen p-Gruppe C!l mit einer zyklischen Gruppe 3 
der Ordnung T, die auf ‘% irreduzibel und treu operiert. Dann sind gleich- 
wertig: 
(1) h(E,‘, E,“) ist nicht zweitmaximal. 
(2) Es ist p # q, und es gilt entweder Y = s oder Y = q, s = p. 
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Bezueis. (a) Z = lz(E,q, E,P) ist nicht zweitmaximal: Dazu geniigt es 
nach 2.14 zu zeigen, dass P(E,q, E,P) und P(E,g, E,Q) beide nichtleer sind. 
A.us Symmetriegriinden geniigt es offenbar zu zeigen, dass eine dieser 
beiden Kiassen nichtleer ist. Sei 1 Epq 1 = qp”, 3 eine zyklische Gruppe 
der Ordnung q und “J eine extraspezielle Gruppe der Ordnung paa+l. VC’ir 
lassen 3 auf 5!I so operieren, dass ?I/@(%) eine direkte Summe zweier 
nichttririaler 3-Moduln ist und @(%) von 3 zentralisiert wird. Sei LI das 
semidirekte Frodukt von 3 mit 9. Dann ist 3 x Q”(9) ein %-Projektor 
von 21. Da U genau einen minimalen Normalteiler besitzt, hat !?J einen 
treuen, irreduziblen Modul *YJ1 iiber GF(q). Sei %I3 das semidirekte Produkt 
von U mit YX. Wegen Q(B) (i U enthalt 91 /a(s) nicht den trivialen @(%)- 
Modul. Deshalb ist 3 x @(‘%) such ein #-Projektor von !IB. Sei nun !IJ 
eine zyklische Gruppe der Ordnung q. Dann ist ?J x 3 x Q‘(9) ein Z- 
Projektor von 2 = YJ x !!I.$ und 5 besitzt genau zwei minimale Normalteiler, 
namlich 9J und YX. Nach [3], 1.3 besitzt 5 deshalb einen irreduziblen, 
treuen Modul Y2 fiber GF( p). Sei schliesslich ‘$3 das semidirekte Produkt 
von ‘Z mit Y1. Wegen !2J 4 2 enthslt Y1 jgX3 nicht den trivialen (‘5~ x 3j- 
RIodul. Folglich ist 2J x 3 x @(2?) ein Z-Projektor von !Q. Man prtift 
nun leicht nach, dass $J E P(E,q, EQp) gilt. 
(b) Sei p + q. Dann ist Iz(E,‘, E,“) nicht zweitmaximal: Es geniigt 
wieder zu zeigen, dass P(EI, , r Eqv) nicht leer ist. Sei Z das direkte Produkt 
einer Gruppe der Ordnung r mit E,‘. Dann besitzt 2 einen irreduziblen. 
treuen Rlodul (Jz iiber GF(q). Das semidirekte Produkt ‘$ van 2 mit % 
ist dann in P(E,“, E,?) enthalten. 
(c) Sei 2 = h(E,‘, EpS). 1st P(E,“, EDT) + Z, so wihlen wir ein 
‘3 E P(E,“, EL,“) mit minimaler Ordnung aus. Sei Y1 der minimale Normal- 
teiler von $9, % ein Komplement zu 9% in ‘$3 und 5 ein X-Projektor von !$3 
mit !?J < ZC:. Wegen 6 < Z ist dann % eine p-Gruppe oder eine q-Gruppe. 
Fail 1. Es sei p := q: Dann sind T, s, p verschiedene Primzahlen und Y1 
ist eine p-Gruppe. Ausserdem hat & p-Potenzindex in 2. Folglich enthalt $j 
die Fittinguntergruppe F(2) von 5, und es ist O,(B) = @-. Damit ist -5 
eine abelsche {r, s)-Gruppe, also 9 = F(2). Da Z/g eine p-Gruppe ist, 
gilt X/5 E %. Also ist & = % und ‘$3 E m(Z), entgegen ‘$3 $ n:(s). Folglich 
ist P(E,“, EDT) = ‘8, und nach 2.14 ist 2 zweitmasimal. 
Fail 2. Es sei p + q und 1 =# s + p: W%e Y1 eine p-Gruppe, so ware 
&/O,(.&) eine r-Gruppe. Da E,* isomorph zu einer Faktorgruppe von ‘& 
ist, wiirde s = r oder s = p folgen, entgegen P f s # p. Wir konnen 
deshalb annehmen, dass % eine q-Gruppe ist. Dann ist 5/O,(5) eine 
abelsche s-Gruppe, und !Z/!+j ist eine ( p, q}-Gruppe. Sei G eine s-Sylowgruppe 
von 2 mit G < -9~. Ist a/‘% ein !$-Hauptfaktor von p-Potenzordnung von 2, 
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so wird dieser von 6 gemieden, da b eine p’-Gruppe ist. Deshalb ist 
~/CB(‘$f/!B) eine r-Gruppe. Wegen Y # s zentralisiert deshalb G jeden 
$-Hauptfaktor von p-Potenzordnung. 
Insbesondere zentralisiert 6 die p-Sylowgruppe der Fittinggruppe F(5) 
von 2. Da 6 abelsch ist, zentralisiert 6 such die s-Sylowgruppe von F(2). 
Aber F(2) ist eine {p, s)-Gruppe. Deshalb gilt G < Cx(F(lr,)) < F(2). 
Nach Voraussetzung gibt es jedoch einen Normalteiler 3 von % mit 
S/sZ g I&,“. Dabei ist F(2) < 9. Wegen G < F(%) ist deshalb Z/!3 eine 
s’-Gruppe, entgegen 2/R s E,“. Dieser Widerspruch zeigt, dass P(EQs, EDT) 
leer ist, also X zweitmaximal ist. 
3. GESI~TTIGTE HOMOMORPHE 8, DEREN A?-PROJEKTOREN 
GENAU DIE 2-MAXIMALEN UNTERGRUPPEN SIND 
Wir deuten in diesem Paragraphen zwei weitere Anwendungen der 
Korrespondenz zwischen Homomorphen und Antihomomorphen an. 
Sei J? ein geslttigtes Homomorph. Nach Definition sind die X-Projektoren 
einer Gruppe 6 stets *-maximale Untergruppen von 6. Aber i.a. 
ist nicht jede %-maximale Untergruppe von 6 ein 3?‘-Projektor von 8. 
Wir zeigen: 
3.1 SATZ. Sei &? ein gesiittgtes Homomorph. Dam sind gleichwert$ 
(a) In jeder Gruppe 8 sind alle Z-maximalen Untergruppen konjugiert. 
(b) Jede Gruppe 6 E m(Z) hat folgende Eigenschaft: Ist U eine Unter- 
gruppe von 6, die nicht in einem Komplement des einzigen minimalen Normal- 
teilers von Q enthalten ist, so besitzt U eine Faktorgruppe, die zu einer Gruppe 
aus m(Sf) isomo@ ist. 
Bewe&. Sei Il eine Untergruppe der Gruppe 6. Wir sagen, dass U die 
Eigenschaft E in 6 hat, wenn U ein X-Projektor von 6 ist und die 
%-Projektoren von 6 gerade die *-maximalen Untergruppen von Q sind. 
Dann e&hen X und E die Bedingung (1) aus 1.5. Sei nun 92 ein Normal- 
teiler der Gruppe 6, 5 ein &-Projektor von 8, der die Eigenschaft E in 
5% hat, und 5j’92/% habe ebenfalls die Eigenschaft E in 6/%. Schliesslich 
sei $972 eine &Y-maximale Untergruppe von 6. Dann ist YJ2’92/!J2 in einem 
X-Projektor von O/92 enthalten. Wir kiinnen deshalb 0.B.d.A. annehmen, 
dass 9X in 992 enthalten ist. Aber dann ist ‘92 ein &‘-Projektor von $92, 
und damit such ein X-Projektor von 6. Deshalb ist such Bedingung (2) 
aus 1.5 erftillt. Unsere Behauptung folgt nun aus 1.5. 
Der vorhergehende Satz gibt uns die Miiglichkeit, eine grosse Zahl geslt- 
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tigter Homomorphe X zu konstruieren, die die Eigenschaft haben, dass die 
*-maximalen Untergruppen jeder Gruppe 6 in 8 konjugiert sind. 
3.2. Sei TT eine nichtleere Menge von Primzahlen und .F C ,Y”,* ein 
untergruppenabgeschlossenes (aber nicht notwendig gesattigtes) Homo- 
morph. Sei JR die Klasse aller primitiven Gruppen, deren einziger minimaler 
Normalteiler eine r-Gruppe ist und deren Komplemente zu dem minimalen 
Normalteiler in 9 liegen. Dann sind alle h(d)-maximalen Untergruppen 
einer Gruppe CC in 8 konjugiert. 
Bemeis. Nach 3.1 geniigt es zu zeigen, dass ,K ein Antihomomorph ist, 
das der Bedingung (b) aus 3.1 geniigt. Sei zuerst 65 E JY und C5,/% eine 
echte Faktorgruppe von 8. Dann ist O/‘% in 9, und Q/+X ist damit eine 
m’-Gruppe. Da keine Gruppe aus 4 eine n’-Gruppe ist, ist deshalb S/!R # J&‘. 
Damit ist &Y ein Antihomomorph. Sei nun 6 = @l2 E -X mit minimalem 
Normalteiler % und Komplement 5. Sei U eine Untergruppe von 6, die in 
keiner Konjugierten zu 5 enthalten ist. Da 5 eine Halluntergruppe von 
8 ist, hat U die Gestalt U = (U n Tz)(U n s) mit einem Komplement % 
von 91. Wegen LI n 92 > (9 und Q(U) n ‘92 < U n $X besitzt UL eine primitive 
Faktorgruppe, deren minimaler Normalteiler eine r-Gruppe ist. Da 9 ein 
untergruppenabgeschlossenes Homomorph ist, ist diese primitive Faktor- 
gruppe in dd. Also ist (b) aus 3.1 fur J&Y erfiillt. 
3.3 BEISPIELE. Die Bezeichnungen seien wie in 3.2. 
(a) 1st 9 die Klasse der z’-Gruppen, so ist 12(&T) =T YT, . 
(b) Ist 9 = (%}, so ist h(~fl) die Klasse der rr-perfekten Gruppen. 
(c) Sei ZT = (p> und .F die Formation aller abelschen Gruppen vom 
Exponent p - I. Dann ist h(,&) die Klasse aller Gruppen, die keine maximale 
Untergruppe vom Indexp haben. Genau dann ist eine Untergruppe $ einer 
Gruppe 6 ein h(A)-Projektor von 8, wenn !$ keine Untergruppe vom 
Index p besitzt, sich jedoch mit C5 durch eine Kette von Untergruppen 
verbinden lasst, von denen eine Index p in der nschsten hat. 
Die gesattigten Homomorphe mit der in 3.1 beschriebenen Eigenschaft 
erfiillen offensichtlich die Gleichung &9 1 z?. Auch die gesattigten Homo- 
morphe 2 mit 2” = &? lassen sich durch ihre Antihomomorphe charak- 
terisieren. 
3.4 SATZ. Sei A? ein gesiittigtes Homomorph. Dam sind gleickwevtig: 
(a) Es gilt X2 = A?. 
(b) Ist 8 E m(~), dam hat jeder nichttmbialer Normalteiler aon Q 
eine Faktorgruppe aus m(2). 
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Beweis. Genau dann gilt 2” = .?T, wenn in jeder Gruppe 8 jeder 
X-Projektor von 6 jeden Normalteiler von 6, der in 2 liegt, enthalt. 
Wir sagen nun, dass eine Untergruppe L[ einer Gruppe 6 die Eigenschaft E 
in 6 hat, wenn u alle Normalteiler von 8, die in Z liegen, enthalt. Dann 
erftillen E und 2 die Bedingungen (1) und (2) aus 1.5. Unsere Behauptung 
folgt dann sofort aus 1.5. 
3.5 Benzerkungen. (a) Gesattigte Homomorphe X mit Zs = Z sind 
bei Bildung von normalen Produkten abgeschlossen. Aber dies ftihrt nicht 
zu neuen Fittingklassen. Denn ist &? = Z2 eine Fittingklasse der Charak- 
teristik T, so ist # = Yn , wie man leicht einsieht. 
(b) Gesattigte Formationen &’ mit Xa = % sind gerade die Forma- 
tionen der n-Gruppen fur Primzahlmengen T. Insbesondere haben diese 
Formationen Deck-Meide-Eigenschaft. Dies braucht fur gessttigte Homo- 
morphe Z’ mit ZYs = X nicht richtig zu sein, wie folgendes Beispiel 
zeigt: Sei &+ das Homomorph aus 3.3(c) fiir p = 3. Sei ausserdem oi die 
symmetrische Gruppe vom Grad 4. Dann besitzt 6 einen irreduziblen, 
treuen Modul 9X iiber GF(3) vom Rang 3. 1st si das semidirekte Produkt 
von 8 mit TX, so wird ‘9.X von jedem Z-Projektor von R weder gedeckt 
noch gemieden. 
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